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Vektorit

m Vektorin kertominen skalaarilla:

e (2) ()
2V2 —Wo

m Nain saadaan vektorien vahennyslasku v —w = v + (—1)w.
®m Huomaa, ettd v — v = v + (—1)v = 0, missé 0 on vektori,

jonka kaikki komponentit ovat nollia.
m Esim.

() (1)
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Vektorit

m Pysty- eli sarakevektori

(1)
Vo
missa vy, Vo ovat v:n komponentit.
m Yhteenlasku

(W _(w (Vi + W
o= () w= ()i v (i)
m Esim.
v 1 W— 3\ Viw— 1+3) (4
~\2)7 \4)" - \2+4) \6/)°
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Lineaariyhdistelyt

m Vektoreiden v ja w lineaariyhdistely on lauseke muotoa
cv + dw, missa c ja d ovat skalaareja.

m Olkoon joukko x = {xy,...,Xm} (vektoreita) ja vastaavasti
a={ay,...,an}, m> 1 (skalaareja).
m Eras lineaariyhdistely on talléin

m
y= Z ajX;.
j=1
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Vektorit lukiossa ja talla kurssilla

m Matriisilaskun vektorit eroavat ns. fysikaalisista vektoreista,
koska origo on aina kiinnitetty ja sita esittda jo edella nahty
nollavektori.

m Geometria: Vektorin komponenttien lukumaara on sen
dimensio.

m Koulugeometria k&sittelee vektoreita, joiden komponenttien
lukumé&ara on kaksi tai kolme, mutta osoittautuu, ettd on
mielekastéa tarkastella myds korkeampia dimensioita.
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Lineaariyhdistelyt

m Olkoot u, v, w avaruuden vektoreita. Lineaariyhdistelyilla

a cu
b cu+ dv
c cu+av+ew

on geometriset tulkinnat, kun tarkastellaan kaikkien
lineaariyhdistelyiden joukkoa.

m Saadaan a) suora, b) taso, c) avaruus (3D).
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Piste- eli sisatulo 1/2

m Vektoreiden v = (V1) jaw = <W1) sisatulo on luku
Vo Wo

ViWy + VoWo.

m Jos sovitaan, etta vektori i = (8) jaj= (O

1), niin voidaan

kirjoittaa

V1 . .
vV = = Vil + Wo.
Vo
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Piste- eli sisatulo 2/2

m Talléin sisatulo voidaan merkita tutusti
V-W = V{iWy + VolWh.

m Dimensiossa n:

n
vow= vw.
j=1

m Esim.
V= ! W= 2. v-w=1.-24+3-4=14
- 3 9 - 4 ' - - .
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Vektorin pituus eli normi 2/2

A
(0,1)
0s 6
. . . u= (Zma)
Yksikkéympyréa tasossa
- 0 >
mu-i=cosf o
BuUu-j=sind
A' Aalto University Matriisilaskenta 5/9
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Vektorin pituus eli normi 1/2

m Vektorin v pituus ||v|| maaritelladn sisatulon avulla:
V]| = V.

m Yksikkdvektorin u pituus on yksi, talléin u - u = 1. Vektorin v
suuntainen yksikkdvektori on II_:H
= Esim.

V=(;>; Iv|]| = VN -v=+v1-1+3-3=10,

v 1 1
V[ V10 \3
9 Aalto University Matriisilaskenta 4/9
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Vektoreiden valinen kulma 1/2

Vektoreiden kohtisuoruus

m Kaksi vektoria v ja w ovat keskenaan kohtisuorassa, jos
niiden sisatulo on nolla, eliv-w = 0.
m Kosinikaava
V-w
———— = C0S ¢
[V |w]
m Kosinikaavan avulla saadaan kaksi epayhtaloa:
m Schwarzin epdyhtalé: v - w| < ||v]|||w]|
m Kolmioepdyhtélé: ||v + w|| < ||v|| + ||w]|

9 Aalto University Matriisilaskenta 6/9
Antti Rasila 2016
]

Aalto-yliopisto



Vektoreiden valinen kulma 2/2

Todistus

(V+w)-(V+wW)=v-V+V-WH+W-V+W-W
=V:-V+2V- W+ W - W
= [IvI[* +2v- w+ [|w]f?
< [VIE + 2] ||l Iwl] + | jwl[*
= (||v]] + |wl[)2.
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Esimerkki jatkuu

m Saadaan 6x; = 12 = x; = 2. Sijoittamalla tdma arvo
alempaan yhtal66n saadaan 2 + xo = 5 = x» = 3.
Yhtaldparin ratkaisu on siis

X1\ 2
X2 o 3/
m Huomaa, ettd kumpikin esimerkin yhtal6é kuvaa suoraa
tasossa R?, ja yhtéldparin ratkaisu (xi, x2) on suorien
leikkauspiste. Yleisemmin, yhtaléparilla voi olla joko 0 (kaksi

samansuuntaista suoraa), 1 (kaksi leikkaavaa suoraa) tai
aarettbman monta (paallekkaiset suorat) ratkaisua.
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Yhtalopari: esimerkki

m Tarkastellaan lineaarista yhtaléparia

dx1 — 2% =2
X1 + Xo =5

m Ratkaistaan yhtalépari kayttamalla yhteenlaskumenetelmaa.
Kerrotaan alempi yhtélé 2:lla ja lasketaan yhtélét yhteen:

4X1 —2X2 =2
2x1 +2x =10
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Matriisi

= Aiemmin on jo havaittu, ettd avaruus tulee viritettyd kolmella
vektorilla, eli kolmen vektorin kaikki lineaariyhdistelyt tuottavat
kaikki avaruuden pisteet eli vektorit.

m Huomaa, etta ilmeisesti jotain on vaadittava valituilta
vektoreilta!
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Matriisi-vektoritulo

Matriisi-vektoritulo

c
Ax=(uvw) | d] =cu+dv+ew.
e
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Matriisi - esimerkki

= Olkoon
1 0 0
u=\|—-1}|, v=| 1], w=|0],
0 —1 1
m jolloin lineaariyhdistelyt ovat muotoa cu + dv + ew:
1 0 0 c
c|l-1|+d| 1 |]+e|0]=|d-c
0 —1 1 e—d

m Kirjoitetaan laskutoimitus matriisimuotoon Ax, missé A on
vektoreiden u, v, w muodostama matriisi ja x on vektori, jonka
komponentit ovat skalaarit c, d, e.

A, , Aalto University Matriisilaskenta 3n
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Matriisi-vektoritulo: esimerkKi

m Edellinen esimerkki

1 0O O c c
-1 1 0 dl=1|d-c¢c
o -1 1 e e—d
m Vaihtoehtoinen laskutoimitus:
1 0 0 c (1,0,0) - (c,d, e) c
-1 1 0| (d]|=1{(-1,1,0)-(c,d,e)| =|d—c
0o -1 1 e (0,1,1)-(c,d, e) e—d
-rivien ja vektorin sisatulot.
,, Aalto University Matr_iisila_skenta 51
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Lineaarinen riippumattomuus ja riippuvuus

Lineaarinen riippumattomuus

m Olkoot x4, ..., X, vektoreita ja ay, . . ., an tuntemattomia
skalaareja. Vektorit X; ovat lineaarisesti riippumattomia, jos

yhtalon
m
Z anj =0
j=1

ainoa ratkaisu on a; = ... = an = 0. Jos muita ratkaisuja on
olemassa, ovat vektorit lineaarisesti riippuvia.

m Tulkinta: Jos A:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia,
niin Ax = 0 = x = 0. A on s&&nndllinen.

= Muutoin A on singulaarinen.

, , Aalto University Matriisilaskenta 61
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Yhtaloryhma

m Vastaavasti 3:n muuttujan yhtaléryhma

xX+2y+3z =6
2x+5y+2z =4
6x-3y+z =2

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa Ax = b seuraavasti

1 2 3 X 6
2 5 2| (y|=14
6 -3 1 z 2
A’ , Aalto University I\AII:::-iii;i;ZﬁI;enta , 081/;
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Yhtalopari matriisimuodossa

m Edellisen luennon yhtaldépari voidaan kirjoittaa myés
matriisimuodossa Ax = b, missa

(4 -2 (N . (2
A= 7)) me-(6)

eli
4 -2\ (x\ (2
1 1 X2 o 5)°
A, , Aalto University Matriisilaskenta n
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Yhtaloryhmien geometria

m Geometriassa:
{ 4-2y =2 ; Kahden suoran leikkaus yhdessé pisteesséa
xX+y =5
x+2y+3z =6
2x + 5y 4+2z =4 ;Kolmen tason leikkaus yhdessa pisteessa
6x -3y +z =2
m Yhtaléryhmilld on siis mit ilmeisimmin joko nolla, yksi tai
aarettdman monta ratkaisua.
m Toinen tulkinta ratkaisulle: Kerroinmatriisin sarakkaiden
lineaariyhdistely, missa skalaarit on etsittava.
= Huomaa, ettd ratkaisujen mahdolliset lukumaarat ovat samat!
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Identiteettikuvaus

m Maailman helpoin tehtava: Ix = b;

1 0O X b1
010 yl=1b
0 0 1 z bs

m Matriisi | on identiteettikuvaus, patee Ix = x kaikille x.
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Kolmiomatriisit

m Alakolmiomatriisi:

m Ylakolmiomatriisi:

,, Aalto University Matriisilaskenta 11
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Gaussin eliminaatio

x=2y =1 1 =2\ /(x\ (1
3x+2y =11" 3 2 y) \11
Havaintoja:

m Yhtaldiden jarjestyksella ei ole valia.

m Yhtalén kertominen puolittain tai niiden yhteenlasku ei muuta
ratkaisua.

m (Tavoite): Gaussin eliminaatio Laaditaan algoritmi, joka
saattaa alkuperéisen tehtavan ylakolmiomuotoon.
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Rivioperaatio 1/4

m Kerrotaan eliminoitavan tuntemattoman rivia skalaarilla ja
lasketaan kaksi yhtaléa yhteen. Skalaari valitaan siten, etta
summeeratussa yhtaléssa eliminoitavan tuntemattoman
kerroin on nolla.

1 -2 A 3 (1 -2 1
(32 11>3+ (os 8)

Aalto University Matriisilaskenta 3n
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Rivioperaatio 3/4

2 4 -2 X 2
4 9 -3|[y]l=1|3s
-2 -3 7 z 10
2 4 -2 2 2 2 4 —2 2
4 9 -3 8 J+ 0 1 1 4 1
-2 -3 7 10 + 01 5 12 3+
2 4 -2 2 x =-1
0 1 1 4] ={{y =2
0 0 4 8 z =2
Ao Aalto University I\An::{iii;iz::ﬁlgenta , (i/;
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Rivioperaatio 2/4

m Ylldoleva merkinta tarkoittaa:
—3(x—2y)+3x+2y=-3-1+11 & 8y=28

m Ensimmainen tuntematon eli x ei ole enda mukana yhtaléssa
eli se on eliminoitu.

m Luku 1 on ns. tukialkio (engl. pivot). Haluamme korvata luvun
3 nollalla, joten skalaariksi valitaan —32.
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Rivioperaatio 4/4

m Huomaa, etté tukialkiot voi lukea ylakolmiomatriisin
lavistajalta!

m Alkuperainen tehtdvad Ax = b on saatettu Gaussin algoritmilla
muotoon Ux = c.
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Yleinen tapaus: Yhdensuuntaiset suorat

1 -2 1 -3 1 -2 1
(3 —6 11) 3+ (0 0 8)
Huom! 0 ei voi olla tukialkio.
m Viimeinen yhtald on epatosi, yhtaléryhmalla ei ole ratkaisua.

9 Aalto University Matriisilaskenta n
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Yleinen tapaus: Jarjestyksen vaihto

|
0 2 4 :l 3 -2 5
3 -2 5 0 2 4
A? Aalto University I\élg;i-ii]iii%iaiis’é::a , 091/;

Yleinen tapaus: Paallekkaiset suorat

G5 )2 G o

Viimeinen yhtélé on tosi, y:n voi valita vapaasti.
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Matrisiin ja vektorin tulosta

m Matriisivektoritulo saa kaksi muotoa:

n
Ax=c, ¢ =Y xa; (Sarakkaiden lineaariyhdistely)
mx1 P

n
¢i =Y _ajx (rivinija vektorin sisatulo)
=

2% D Q11 042 X1\ _ [o11X1 + aq2X2
Q2 Q22 X2 Q21 X1 + Qoo Xo

@ Q@
o (Y1) o (12)
Q21 Q22
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Matriisien tulo Permutaatiomatriisi

]
A B = (Abi Ab,...Ab,)= C
mxn nxp mxp .
m Vaihtoehtoisesti: = Esim. 100 1 1
n P23 = 0O 0 1 ' P23 2 = 3
.S = (i) i = kz_;aikﬁkj- 010 3 2

P23 vaihtaa oikeanpuoleisen matriisin rivit 2 ja 3 tulossa Pa3A.

m Lause: Matriisien tulo on assosiatiivinen A(BC) = (AB)C,
mutta ei vaihdannainen AB # BA (yleisesti).

m Huomaa! (A + B)? # A2 + 2AB + B? (yleisesti).

Aalto University Matriisilaskenta 111 Aalto University Matriisilaskenta 1211
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Yhteenlasku

A!

Aalto University

m Vaihdannaisuus:
A+B=B+A
m Osittelulaki:
Matriisilaskenta c(A+B)=cA+cB

Luento 5: Matriisien laskulait m Liitannaisyys:
A+(B+C)=(A+B)+C
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Tulo (ei yleensa vaihdannainen)

m Vasen osittelulaki:

C(A+B)=CA+CB
m Oikea osittelulaki:

(A+B)C=AC+BC

m LiitAnnaisyys:
A(BC) = (AB)C

Tulon eksponenttilait neliomatriiseille

Nelidmatriiseille A on voimassa matriisien tulon eksponenttilait:
mxm

Aalto University Matriisilaskenta
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|
AP =AA.. A
——
p kpl
|
APAY = APTY
|
(AP)9 = APY
, (;31/; Ao Aalto University Tﬁlt'riii;ialgﬁl;enta ) (;‘1/25
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Kaanteismatriisin maaritelma

Maaritelma: Matriisi A on sadanndllinen, jos on olemassa matriisi
nxn
A'se. A'TA=1L

,, Aalto University Matriisilaskenta 21
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Havaintoja 1/3

Havaintoja:

i A~ on olemassa, jos ja vain jos eliminaatiossa 16ytyy n
tukialkiota.

i A~1 on yksikéasitteinen.

il Jos A on sdanndllinen, yhtaléryhman Ax = b ratkaisu on
yksikasitteinen x = A~ b.

A’, Aalto University Matriisilaskenta 3n
Antti Rasila 2016
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Havaintoja 3/3
vi Lavistaja- eli diagonaalimatriisin kdanteismatriisi on
olemassa, jos lavistajaalkiot ovat erisuuria kuin nolla.
d 0
db _
A= _ = diag(di, ..., dn)
0 dn
1
a 0
a1
A—1 — ab
1
0 &
A’, Aalto University Matriisilaskenta 51
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Havaintoja 2/3

iv Jos on olemassa x # 0 s.e. Ax = 0, niin A ei ole sdanndllinen

v 1
a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\—-c a

Huomaa! ad — bc # 0.

A, , Aalto University Matriisilaskenta an
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Tulon kaanteismatriisi

Tulon kaanteismatriisi: (AB)~' = B~TA~"

(AB)(AB)~' = ABB~'A"T =1.
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Gaussin-Jordanin menetelma 2/5

2 -1 0 1 00 3 2 -1 0 1 00
—12—10103+og—1%1o 2
O -1 2 00O 0—120013+
2 -1 0 1 0O
o 2 1110
" 4 1 2
Jordan: Vaihdetaan eliminaation suuntaa!
, , Aalto University Matr_iisila_skenta 37
A Aotirasia

Gaussin-Jordanin menetelma 1/5

m ldea: Etsi X s.e. A X = 1 . Sarakkeittan
nxn n

nxn nx
A(xy...X,) = (e1...ep), missé e;:t ovat luonnolliset
kantavektorit.

m Havainto: Eliminaatio ratkaisee n yhtaléryhmaa yhta aikaa!
Edellisen nojalla X = A=, jos olemassa.

9 Aalto University Matriisilaskenta 277
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Gaussin-Jordanin menetelma 3/5

Siind missé eliminaatio alaspéin eliminoi tuntemattomia,
eliminaatio yléspain sijoittaa tuntemattomien arvoja edellisiin
yhtaléihin.
Kaksi vaihtoehtoa:

a Jaetaan vasemmalle |avistajélle identiteetti, ja sen jélkeen

eliminoidaan yldspain.
b Ensin yldspain eliminointi, sitten normeeraus.
m Kirjassa valittu b): Jatketaan esimerkkia:

Aalto University Matriisilaskenta a7
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Gaussin-Jordanin menetelma 4/5 Gaussin-Jordanin menetelma 5/5

2 -1 0 1 00 +
o 2 1110 j+ ]g
o 0 3 1 2 1 : m Saatiin siis
2 00 21 I\ |1 100 % % %
0§0§§§|§ I=(0 1 0 Al=1[1 1 1
2 4 2 4 3 2 2
n o4 1 2 3 0 0 1 T3
00335351/ 13 4 2 4
SEERE
010 2 1 2
001 3 3 3
A? Aalto University gg;giig%ga%:::a , ;/g A Aalto University gs}t}rji)iﬁli?lg’is;:{:a 2061/2
Terminologiaa
A’
i A on symmetrinen: A = (), ajj = cjj; A~' on symmetrinen. Aalto University

i A on tridiagonaalimatriisi (kolme lavist4jaa). Huomaa! A~1 ei
ole tridiagonaalimatriisi.

iii Tukialkioidentulo2- 3 - 2 =4 0.
Luku 4 on A:n determinantti, Matriisilaskenta

Luento 8: LU-hajotelma

A 1=

- N W
N AN
W N =

1
4
Antti Rasila
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Matriisihajotelmat 1/2

m Usein matriisiyhtalén Ax = y ratkaiseminen on
epakaytanndllista ja hidasta. Siksi numeerisessa
matriisilaskennassa usein pyritaan esittamaan matriisi A
kahden tai usemman jotakin yksinkertaista muotoa olevan
matriisin tulona.

m Tallaista esitystd kutsutaan matriisihajotelmaksi. Useimmat
suorat (ei-iteratiiviset) menetelmat perustuvat hajotelmien

kayttéon.
Aalto University Matriisilaskenta 215
A Antti Rasila 2016
Aalto-yliopisto
LU-hajotelma

m Tarkastellaan yhtaldryhm&n Ax = y ratkaisemista, kun
A € R"™" on ylakolmiomatriisi, eli ax = 0, kun j > k.

m Talléin siis matriisiyhtdl6d Ax = y vastaa yhtaléryhma

ai Xy + aeXe + ...+ aipXn = Y1,
acoXo + ...+ apXp = Yo,
annXn = Yn.

m Talléin tuntemattomat xi, ..., x, voidaan ratkaista
takaisinsijoituksella.

Aalto University Matriisilaskenta 4/15
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Matriisihajotelmat 2/2

m Hajotelma helpottaa matriisiyhtéldn ratkaisemista ja saattaa
myds antaa kayttokelpoista tietoa itse matriisista.

= Matriisihajotelmia on monia erilaisia, koska eri tilanteissa
tarvitaan eri hajotelmia.

m Matriisihajotelmia ei yleensd kannata laskea k&sin, mutta niita
I6ytyy valmiiksi implementoituna eri laskentaohjelmistoista ja
-kirjastoista.

, , Aalto University Matriisilaskenta 315
Antti Rasila 2016
Aalto-yliopisto

Esimerkki
m Olkoot
1 -2 1 0
A=|0 4 2 |, y=116
O 0 -2 4
m Talléin
X1 —2x2+x3 = 0,
Ax=y & x> +2x3 = 16,
—2X3 =

m Saadaan x; = —2, eli xo = (16 — 2x3) = 5, ja
Xy = 2Xo — X3 = 12.
m Ratkaisu on siis x = (12,5, —2).

Antti Rasila 2016
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LU-hajotelma ja matriisiyhtalon ratkaiseminen 1/3

m Edellisen esimerkin menettelya voidaan soveltaa yleisesti:

n

Yo o 1

Xn= " jaxi=—(y— Y aw).
ann aj/ k=j+1

m Matriisiyhtaldon ratkaisemisen kannalta on siis edullista, jos
matriisi A saadaan muutettua ylakolmiomuotoon (tai
alakolmiomuotoon).

Aalto University Matriisilaskenta 6/15
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LU-hajotelma ja matriisiyhtalon ratkaiseminen 3/3

m Talldin yhtald Ax = y voidaan ratkaista ratkaisemalla kaksi
kolmiomatriisiyhtéléa

Lz = vy, . B .
{ Ux — z eli Ax=LUx=Lz=y.
= Molemmat yhtal6t voidaan ratkaista takaisinsijoituksella:
Ensin ratkaistaan z yhtalésta Lz =y ja sitten x yhtalosta
Ux = z.
m Seuraavaksi tutkitaan miten hajotelma A = LU voidaan I6ytaa
nk. Doolittlen algoritmia kayttéen.
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LU-hajotelma ja matriisiyhtalon ratkaiseminen 2/3

Tasta paadytaan LU-hajotelmaan: Jos A € R™" niin etsitdan
sellaiset matriisit L, U € R"*" | etta

m 1) L on alakolmio- ja U on yldkolmiomatriisi, ja
m2)A=1LU.

Aalto University Matriisilaskenta 7715
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LU-hajotelman laskeminen 1/2

m Selvitetdan aluksi tuntemattomien maéara. Matriisit L ja U ovat

hi 0 -~ 0 Ute Uiz -+ Uip

/21 /22 s 0 0 U2 ---  Uz2p
L=|" o U=

It 2 - I, 0 0 - U

m Siten matriisiin L liittyvien tuntemattomien m&aré on
n(n+ 1)/2 ja samoin matriisiin U liittyvien. Yhteenséa
tehtavassa siis on n? + n tuntematonta.

m Koska matriisissa A on vain n® alkiota, voidaan L:n tai U:n
alkioista n kappaletta valita vapaasti.
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LU-hajotelman laskeminen 2/2

Kiinnitetdan jomman kumman diagonaalialkiot ykkdsiksi. Jos

m /11 = ... = Ihp = 1, niin saadaan Doolittlen algoritmi, ja jos

M Uy = ... = Upp = 1, saadaan Croutin algoritmi.

®m Huom. Jos valitaan /11 = ... = I, = 1, niin det(L) = 1.
Liséksi, A on kdantyva, jos ja vain jos det(A) # 0 eli
det(U) # 0.
Siten U on k&antyva ja siis U:n diagonaalialkiot ovat nollasta
poikkeavia.

Antti Rasila 2016

A Aalto University Matriisilaskenta 10/15
Aalto-yliopisto

Esimerkki: Doolittlen menetelma 2/2

m Koska k1 = 2, uj2 = 5ja usp = 8, saadaan yhtalésta
l1U12 + koo = 2 ratkaistua o = —1.
m Lopuksi sijoittamalla saadut arvot yhtalé6n
k1U13 + holog + U3z = 8 saadaan us3 = 6.
m Saadaan siis esitys
1 0 O 3 5 2
A=LU=|0 1 O 0 8 2
2 —1 1 0 0 6
m Yleinen algoritmi toimii samaan tapaan, eli ratkaistaan A:n
alkioista muodostuvat yhtalét jarjestyksessa
aii, at2,...,an, a1, ..., ann-
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Esimerkki: Doolittlen menetelma 1/2

Muodostetaan matriisin A LU-hajotelma Doolittlen menetelmalla,
kun

3 5 2 1 0 O uy1 U2 U13
A=10 8 2] = /21 1 0 0 Uoo  Uos
6 2 8 ki ho 1 0 0 uss

m Ensimmaisell rivilld saadaan heti u11 = 3, uj2 = 5ja uy3 = 2.
Toisella rivilla biuyq = 0, joten kb1 = 0 (koska uy1 # 0).
Edelleen, hiui2 4+ u22 = 8, joten upe = 8 (koska by = 0).

m Saadaan myods hiuiz + U2z = 2, ja Siis upz = 2 (koska
kb1 = 0). Samaan tapaan kolmannella rivilla 1uy1 = 6 ja siis
k1 = 2 (koska uy1 = 3).
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Huomautuksia 1/2

m Algoritmi katkeaa, jos U:n diagonaalille ilmestyy nollia.

m LU-hajotelmaa voidaan kayttda myos ei-kaantyville
matriiseille.

m Ei-nelidmatriisin A € R™*" LU-hajotelmassa

1 0 -~ 0
L /21 1 ... 0 Rmxm
= . ) S
/m1 Im2 1

on alakolmiomatriisi.
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Huomautuksia 2/2

m Ylakolmiomatriisi on muotoa

iy U2 U3 s UWn
U— 0 U2 U Uz  gmxn
0O O :
0 : 0O Umm -+ Umn
A,, Aalto University Matriisilaskenta 14/15
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Esimerkki

m Kaikilla matriiseilla ei ole LU-hajotelmaa. Yritetddn muodostaa
hajotelma matriisille:

(506

m Talléinad =0jasitena=0taid = 0.
m Lisdksi ae = 1, joten a # 0, ja bd = —1, joten d # 0.
m Nama kolme ehtoa eivat voi olla samaan aikaan voimassa.

m Hajotelma voidaan kuitenkin 16ytaa vaihtamalla rivien
jarjestysta.
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Kompleksiluvut: maaritelma

Kompleksiluku on z = x + iy, missa imaginaariyksikko / toteuttaa
yhtdlén 2 = —1 ja x, y ovat reaalisia.

m Re(z) = x on z:n reaaliosa.

m Im(z) = y on z:n imaginaariosa.

m Esim. Kompleksiluvun 4 — 8/ reaaliosa on 4 ja imaginaariosa
—8.

Antti Rasila 2016

A Aalto University Matriisilaskenta 2/16
Aalto-yliopisto



Perusominaisuuksia

Kompleksiluvut z = a+ ib ja w = ¢ + id ovat yhtasuuret
tdsmalleen silloin, kuna=cjab =d.

m Erityisesti kompleksiluku z = a + ib on nolla tdsmalleen
silloin, kuna=20ja b=0.

m Vertailuoperaatiot <, < eivat ole maariteltyja
kompleksiluvuille.

A’ , Aalto University Matriisilaskenta 3/16

Antti Rasila 2016
Aalto-yliopisto

Esimerkki

Olkoon z =3 +4j, w =1 — 5i.
mz+w=4—]
mZz—w=2+9i
mzw=3-1+4-5+i(4-1-3-5)=23—- 11},

z _ (31-45) _ ;(414358) _ _17 | 19;
W= ( 12452 ) +’( 12452 ) = ~2 T 2/
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Kompleksilukujen laskutoimitukset

Olkoot z = a+ ibja w = ¢ + id kompleksilukuja. Talldin
laskutoimitukset saadaan seuraavasti.

® Summa:

z+w=(a+c)+i(b+d).
m Erotus:

z—w=(a—c)+i(b—d).
m Tulo:

zw = (a+ ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

m Osaméara:
z a+ib c¢c—id (ac+ bd L bc — ad
c?+d? c? + d?

w ctid c—id

N———
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Imaginaariyksikon potenssit

|
2 =1, =i, i* =1,
|
1 1 1 1
—_ = —] - = — - = I
i ’ i ’ EE
A Aalto University Matriisilaskenta 6/16
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Reaaliluvut ja kompleksiluvut Kompleksilukujen algebraa

m Vaihdannaisuus:

m Jos z = a+ 0/, niin z on reaaliluku. Z+wW=w+2Z, Zw = wz.
[ Kaikk.i téhén mennessa annetut kaavat ovat tosia myés m Liitannaisyys:
reaaliluvuille.
m Jos imaginaariosa on nolla, kaavat palautuvat tunnetuiksi (z+w)+u=z+(w+u), (zw)u = z(wu).
reaalilukujen ominaisuuksiksi.
m Osittelulaki:
z(w+u) =zw + zu.
A! Aalto University gg;fii_:}l;%s’l%::a 27(;}2 A Aalto University gs}tfji)iii?l%s‘l:{:a 28(4}2
Kompleksikonjugaatti eli liittoluku Liittoluvun laskusaantoja
Kompleksiluvun z = x + iy kompleksikonjugaatti eli liittoluku z -
maaritellddn z = x — iy. Ztw=z4+w, W — ZW.
|
Im _ _ _ _ . _
— Z—-w=2z-Ww, z/w=2z/w
|

Re u - —_
( ) zZ+z im ( ) zZ—z
re(z) = m(z) = .
2 2i
Z=x—iy . _
Liittoluvun geometrinen tulkinta. z=2
A' Aalto University Matriisilaskenta 9/16 Ao Aalto University Matriisilaskenta 10/16
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Seuraus 1

Reaalikertoimiselle kompleksimuuttujan polynomille
P(z)=ao+aiz+ a2’ + ...+ a,z"

patee P(z) = P(2).
Todistus:
m Lasketaan

P(z) = ap+ a1z + @z + ... + apz" = ap+a1z+a2°+. . .+a,z".

m Koska ax on reaalinen, a, = ax kaikilla k = 0, ..., n, saadaan
P(z) —ay+a1Z+az?+...+apz"
=ap+ é12+5222 +...+a,z2" = P(Z).
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Kompleksitaso

(Caspar Wessel 1797, Jean Argand 1806)

A Im
Moduli eli itseisarvo: .
Z=X+1y
r=lzl=vx?+y2=+vzz i
. l
Argumentti eli vaihekulma: o
0 |
§ = argz = arctan 7. - :
X e i T =
- Re

Aalto University Matriisilaskenta 13/16
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Seuraus 2

Reaalikertoimisen polynomin nollakohta on joko reaalinen tai
kompleksisessa tapauksessa liittolukupari.
Todistus:

m Olkoon z = x + iy reaalikertoimisen polynomin P
kompleksinen nollakohta.

m Edellisen nojalla saadaan

0=0=P(z) = P(2),

joten myds z on P:n nollakohta.

9 Aalto University Matriisilaskenta 12/16
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Modulin ominaisuuksia:

m Koska kompleksiluvun moduli on (positiivinen) reaaliluku,
vertailuoperaatiot <, <, >, > ovat méaariteltyja.

m Kerto ja jakolasku:

V4 V4
zw = 2w, | 2| =2
wi |w]
m Kolmioepayhtald:
1z +w| < |z] + |wl.
A,, Aalto University Matr_iisila_skenta 14/16
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Argumentin paahaara

m Argumentin arvot ovat valilla
—rT<f=argz < +m.

m Yleisesti:
argz = 6+ 2nm,

missa 6 on padhaaran arvo ja n on mikd tahansa
kokonaisluku.

A Aalto University Matriisilaskenta 15/16
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Luento 10: Polaarimuoto ja kompleksilukujen
geometriaa
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Yhteen- ja vahennyslaskun geometrinen tulkinta

Im

Kompleksilukujen yhteen- ja véhennyslasku vastaavat vektorien
laskutoimituksia.

,, Aalto University Matriisilaskenta 16/16
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Polaarimuoto

Kuvasta ndhdéaan:

X = rcosf, A
y = rsinf. T
. Z=XH
Siis . 4
|
z = x+iy r 'y
= rcosf +irsinf. |
|
0 0 !
. . ¥
Saadaan kompleksiluvun esitys o ————— e =
polaarimuodossa: - Re
z =r(cosf +isin?).
A,, Aalto University Matriisilaskenta 2/16
Antti Rasila 2016
Aalto-yliopisto



Eulerin kaava

Eksponenttifunktiolle ja trigonometrisille funktioille ovat voimassa
seuraavat sarjaesitykset:

N 2 X3 x"
e =1+X+E+§+...+H+... (1)
X3 X5 (_1 )kX2k+1
i =X-—4+—=—— ...t ... 2
T A T s TR @
X2y (—1)kx2*
=14+ — ... 3
oS X or + i + 2K) + 3)

Aalto University Matriisilaskenta 3/16
Antti Rasila 2016
Aalto-yliopisto

Seurauksia, identiteetit trigonometrisille funk-
tioille 1/2

Koska

e’ = cos(—0) +isin(—0)
= cos(f) — isin(6).

Saadaan seuraavat kaavat:

eiB + e—iO ei9 _ e—i0
cosf) = —— sinf = ——. 5
5 o7 ()
A' Aalto University Matriisilaskenta 5/16
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Eulerin kaava, jatkoa

Jos hyvaksytdan annetut sarjaesitykset, niin:

(x)? | (ix)°

ix :
e’ = 1+/x+—2! -1——3! +...
PR s
= + ix + o + T +...
_ x2  x* ) x3  x°
= —E+E+...+I(X—§+§—...)
= cos(x) + isin(x).
Saadaan Eulerin kaava:
e = cosf +isind. (4)
A? Aalto University gs}tfji)iii?l%s‘lz:a 24(4}2

Seurauksia, identiteetit trigonometrisille funk-
tioille 2/2
Yleisesti kompleksiluvulle z = x + iy voidaan kirjoittaa
cosz = 1(e"z +e7”) sinz = l(e’z —e7?)
2 ’ 2i '

Edelleen, voidaan myds maaritella

sinz cosz
tanz = , cotz = ——.
cos z sinz
A,, Aalto University Matriisilaskenta 6/16
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Kertolaskun geometrinen tulkinta

m Sovelletaan Eulerin kaavaa kompleksilukujen kertolaskuun:
W=z = e . % = (rry)e(?1+%),

m Kompleksilukujen kertolaskussa:
m Modulit kerrotaan: |z1zz| = |z1]|z2].
m Argumentit lasketaan yhteen: arg(z1z) = arg(z1) + arg(z2).

9 Aalto University Matriisilaskenta 716
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De Moivren kaava

Lasketaan esitys kompleksiluvun kokonaislukupotenssille:
z" = (re®®)" = r"e(™) = r"(cos nf + isin nh).

Erityisesti, jos r = 1, saadaan:

Lause (De Moivre)

Identiteetteja eksponenttifunktiolle

m ") =|cosf +isind| = \/cos? 6 +sin? 6 = 1.
m Siis ,
€] =1. 6)
m Koska € = &tV = ¢Xe¥ = e*(cos y + isiny), saadaan
e’ =€, arg(e”) =y, (7)
. ., . . .
e?" =1, &2 =j "= _t1jae ™2 =—j (8)
m
ez+i27r — ezei2ﬂ- = 7. (9)
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Kompleksiluvun juuret

De Moivren kaava on erityisen hyddyllinen etsittdessa
kompleksiluvun zp # 0, n:nsié juuria. Jos z" = zp, voidaan
kirjoittaa z = re’ ja zg = rpe’®, ja saadaan

M e/né' =1 6’60,

eli
r=/ryjanf =0+ 2km,

missa r = \/rp on positiivisen reaaliluvun ry n:s juuri.

(cos @ + isin6)" = cos nf + isin nb. (10)
A' Aalto University Matriisilaskenta 9/16
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Kompleksiluvun juuret, jatkoa

Kaikki luvun z n:net juuret saadaan siis kaavasta

)

n |Zo|ei(00+2kﬂ')/n (11)

missa k on mika tahansa kokonaisluku. Havaitaan myds, etta
jokainen k =0,1,...,n— 1 antaa eri arvon, mutta muut k:n
arvot vain toistavat jonkun edellisistd, koska 2™ = 1. Siten
kompleksiluvulla zy # 0 on tdsmalleen n erillisté n:tta juurta.

Kaavasta (11) havaitaan myds, etta kaikki juurilla on sama
itseisarvo {/|zo|, ja argumentit ovat tasavalisid. Siksi kaikki
juuret sijaitsevat origokeskisen ympyrén, jonka séde on {/|z|
kehalla.

Aalto University Matriisilaskenta 11/16
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Ykkosen juuret

Esimerkki
Ykkdsen n:net juuret saadaan kaavasta

wr = ek /" k=0,1,...,n—1. (13)

Kuva: Ykkdésen n:net juuret, kun n = 3,4 ja 8.

Aalto University Matriisilaskenta 13/16
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Kompleksiluvun juuret, jatkoa

Olemme osoittaneet:

Lause
Jos z = re’’ £ 0, yhtaldlla w” = z on tasmalleen n erillista
ratkaisua, jotka saadaan kaavasta

Wy = \ry;e/(0+2k7'r)/n’ (12)

missd k = 0,1,...,n—1, Y/ronluvun r = |z| positiivinen n:as
juurija @ = arg z.

Aalto University Matriisilaskenta 12/16
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Ykkosen juuret, jatkoa

Jos asetetaan w = €™//" niin kaikki ykkdsen n:nnet juuret

ovat 1,w,w? w3, ..., W™

Jos w # 1, saadaan w = 1, el
0=w"—1
=w—-1)(14+w+w?+...+w™").
Saadaan:

T+w+?+... 4™ =0  (w=e€?/n.
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Kompleksiset matriisit 1/2 Kompleksiset matriisit 2/2

Matriisilaskennassa avaruuden C” alkioita kasitellaan Edellisessa kaytettiin aikaisemmilta luennoilta tuttua
sarakevektoreina (pystyvektoreina) matriisituloa.
Vi Kaytannodssa siis lineaarikuvaukset A: C" — C™ ja matriisit
s s o
V= (Vi Vo,. ., V) = cn. AcC voidaan samastaa keskenaan.

Talldin kuvausten A: C" — CP jaB: CP — C™ yhdistetty

Vv e .
o . . 5 kuvaus Bo A: C" — C™ vastaa matriisituloa BA € C™*".
Tallgin lineaarikuvaukset ovat aina muotoa Matriisiyhtdlé Av = w vastaa lineaarista yhtaléryhmaa
Av = (ay1vi + ...+ ainVn,....,8mv1 + ...+ a@mnV,
(11 1+ + ain ns ,@mvi + + amn n) anVi+...+amvn = w,
aiVi + ...+ ainvn ayy - ain Vi :
= : = : : N amvi +...+amnVn = Wp.
amVi+ ...+ amnVn am -+ damn Vn
A' Aalto University Matriisilaskenta 15/16 A,, Aalto University Matriisilaskenta 16/16
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Transpoosi

A

Aalto University

m Transpoosi vaihtaa matriisin rivit ja sarakkeet keskenaan, el

(AT); = Aj.
Matriisilaskenta m Esim.
L to11: T . 1 2 3 1 4 7
uento 11: Transpoosi A—(4 56| ar—|[25 8
7 8 9 36 9

Antti Rasila
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Transpoosin laskulait

Laskulait
]

Huomaal! A:n transpoosi on sdanndllinen, jos ja vain jos A on

saannollinen.

(A+B) =AT + B
(AB)" =BTAT

(A7) =(AT)".

A Aalto University

Matriisilaskenta
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Konjugoitu transpoosi

m Kompleksisille matriiseille A € C™*" transpoosia
luonnollisempi on konjugoitu transpoosi

m Toisin sanoen

* nxm * _ =
A E C P aU — a/,.

3/10
2016

ai ain ar - am

ami dmn an - amn
A Aalto University Matriisilaskenta 5/10
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Sisatulo ja symmetria

= Sisatulolle patee: v-w = v’w. Sovitaan v/ w =
1xnnx1 1x1
(skalaari).
m Symmetrinen matriisi: AT = A, eli Qjj = Qji.
® Matriisin hajotelma: A = LDU ja sis AT = U'D’L.

m Jos A on symmetrinen, saadaan identiteetit
L=U", p=D", u=L", eli A=LDL .

m Symmetrisen matriisin hajotelma on symmetrinen!

Aalto University Matriisilaskenta
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Kompleksinen sisatulo

Erityisesti vektorien u, v € C" sisatulo on

(u,v>:U1v1+...+Dnvn:(U1~~~Un) : = u*v.

4110
2016
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Hermiittinen matriisi 1/2 Hermiittinen matriisi 2/2

m Nelidmatriisi A € C"*" on hermiittinen, jos A* = A.
m Reaalinen matriisi A € R™" on symmetrinen, jos AT = A.

m Yieisesti matriisille A € C"*" patee m Hermiittiselle matriisille A € C"<", A* = A saadaan siis

(u, Av) = u"Av = (A"u)*V = (A"u,V), (U, Au) — (Au,u) — (u.Au).

m Lisaksi sisatulolle patee = Toisin sanoen, patee (u, Au) € R.

n n
uv) =) uy =Y yu=(v,u).
= =

Aalto University Matriisilaskenta 710 , , Aalto University Matriisilaskenta 8/10
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Permutaatiot Hajotelma PA=LU

= PA = LU: LU-hajotelman yhteydessa vaikenimme tilanteista,
joissa rivien vaihto on tarpeen.

m Permutaatiomatriisin rivit ovat I:n rivit toisessa jarjestyksessa.

0 1 1 3 1 2 1 —2 1 2 1
m Kaanteispermutaatio on permutaatio eli P~' on permutaatio. 1 2 1 0 1 1 :| 0 1 1 -3
Liséksi: P~' = PT. 2 79 2 79 + 0 3 7 3+
e o e REVES 0 1 0
pooseja, 9 - LU=(0o 1t 0o]J|0 1 1|=PA, P=|1 00
2 3 1 0 0 4 0 0 1
m Hajotelma PA = LU on olemassa kaikille saanndéllisille
matriiseille.
A! Aalto University gg;i-ii%j%%a%::a 29(;}2 A? Aalto University Tﬁlt{iii;gzﬁl;enta 120(412
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Kannanvaihto 1/4

m Tarkastellaan tilannetta, jossa tunnetaan vektorin esitys
kannassa B = {b1,b>,...,b,} ja halutaan vaihtaa toiseen
kantaan U = {uq,ug,...,up}.

m Lasketaan, miten uudet koordinaatit saadaan lausuttua
vanhojen avulla.

m Merkitdan vektorin v koordinaatteja naissa kannoissa

Vg = (B1,---,6n) ja [Vlu=(m,-..,7mn) -

m Oletetaan, ettd vanhat kantavektorit b/ on lausuttu uusien
kantavektoreiden u’ avulla

n
b= su, j=1,...,n. (1)
i=1

Antti Rasila 2016
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Vektoriavaruuden kannan olemassaolo

m Jos {vq,Vvo,..., vk} on adrellisulotteisen vektoriavaruuden
V' lineaarisesti riippumaton osajoukko, niin on olemassa
vektorit Vg41,...,Vk+m € V siten, ettd
{V{,V2, ..., VK, Vki1, ..., Vkem} On Vn kanta.

m Erityisesti patee: Jos dim(V) =nja {vq,...,vp} C V on
lineaarisesti riippumaton, niin se on V :n kanta.

m Kantojen térkein ominaisuus on seuraava: Jos
B = {by,by,...,b,} on vektoriavaruuden V kanta, niin
jokainen vektori v € V voidaan esittdd muodossa
v=cibi+cobs+ - -+ c,b, tdsmalleen yhdella tavalla.
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Kannanvaihto 2/4

m Talldin saadaan

n n

BN TEDITES Y DICTED OB
i—1 =1 =1 =

=1 j=1

m Koska vektorin koordinaatit (kannassa U) ovat yksikasitteiset,

on oltava 5
ni = E S,'jﬂj, i:1,...,n. (2)
J=1
A' Aalto University Matriisilaskenta 411
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Kannanvaihto 3/4

m Merkitdan

S —

m Tallbin koordinaattien valinen yhtald (2) voidaan kirjoittaa
[Vlu =Sv]s. (3)

m Siten uudet koordinaatit saadaan matriisilla S kertomalla
vanhoista, kun S :n sarakkeina on vanhojen kantavektoreiden
koordinaattivektorit uudessa kannassa.

Aalto University Matriisilaskenta 511
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Ortogonaalisuus ja ortonormaalius 1/2

m Oletetaan, ettd vq, v, € V ovat vektoreita ja niiden sisétulo on
maaritelty.

m Talléin vektoreita vy, vo sanotaan keskendan ortogonaalisiksi
(kohtisuoriksi), jos patee (v1,vo) = 0.

m Vastaavasti vektoreja vq,...,v, € V sanotaan
ortogonaalisiksi, jos (v;,Vv;) = 0 aina kun i # j.

m Vektoreja vq,...,V, € V sanotaan ortonormaaleiksi, jos

0, i#],
<Vfan>:{ 1, =]

Aalto University Matriisilaskenta 711
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Kannanvaihto 4/4

m Matriisia S kutsutaan kannanvaihtomatriisiksi ja se siis
valittda yhtalén (3) mukaisesti koordinaattimuunnoksen.

m Kannanvaihtomatriisi on aina kaantyva, ja vanhat koordinaatit
saadaan uusista kaavalla

Vls=8""[V]u.

, , Aalto University Matriisilaskenta 6/11
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Ortogonaalisuus ja ortonormaalius 2/2

m Ortonormaalius siis tarkoittaa sitd, etta vektorit ovat
kesken&én kohtisuorassa ja lisaksi jokaisen niistd normi
(pituus) on 1.

» Huom. Ortogonaaliset (ja ortonormaalit) vektorit ovat
lineaarisesti riippumattomia.

9 Aalto University Matriisilaskenta 8/11
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Ortonormaali kanta 1/2 Ortonormaali kanta 2/2

m Seuraavaksi pohditaan, miten mista tahansa lineaarisesti
riippumattomasta vektorijonosta B = {vy, vy, ..., v,}
saadaan ortonormaali.

m Huom. Vektorijono B on vektoriavaruuden V = span B kanta.

m Ortonormaalin kannan Idytamiseen on seuraava erittéin
hyddyllinen algoritmi, jota kutsutaan Gram-Schmidtin
ortogonalisoimiseksi.

m Algoritmissa vektoreista B = {vy,Vz,...,V,} siis

m Vektoriavaruuden ortonormaali kanta on "mahdollisimman muodostetaan ortonormaali kanta U = {uq,uy, ..., u,}
siisti”, ts. se on yleensa helpoin késitella seka laskujen etta avaruudelle V.
teoreettisten tulosten kannalta.

Aalto University Matriisilaskenta 9/11 Aalto University Matriisilaskenta 10/11
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Gram-Schmidtin ortogonalisointialgoritmi

1. Valitaan aluksi uy := v4/||v1||. Saadaan avaruuden span{vs} A,,
ortonormaali kanta. Aalto University
2. Jatketaan rekursiivisesti: Kun {uy,...,ux} on
vektoriavaruuden span{vi, ..., vk} ortonormaali kanta,
voidaan valita

Wii1 = Vi1 —<Vk+1 , U4 >U1 —(Vk+1 , U2>U2—. . .—<Vk+1 , Uk>Uk. MatriiS"aSkenta

Nyt (Wy1,U;) = (Vkp1,U;) — (Vk1,U)){(uj, u;) = 0 kaikilla Luento 13:Cholesky-hajotelma
j=1,...,k koska (u;,u;) = 0 aina kun i # j, ja (u;,u;) = 1.
Voidaan siis valita Ux41 := Wy1/|[Wkt1]]-

3. Toistetaan edellista askelta, kunnes on kayty lapi kaikki
vektorit {v1, Vg, ..., V,}. Nain saadaan ortonormaali kanta.

Antti Rasila
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Positiividefiniitti matriisi

m Hermiittinen matriisi A € C™*" on positiividefiniitti, jos
(u, Au) > 0 kaikillau € C"\ {0}.

m Symmetrinen matriisi A € R™" on positiividefiniitti, jos
u’Au = (u,Au) > 0 kaikillau € R"\ {0}.

® Huom. Jos Au = 0 saadaan (u,Au) =0, eliu= 0, kun Aon
positiividefiniitti.

m Siten positiividefiniitille matriisille A € C"*" patee aina
N(A) = 0.

m Dimensiolauseen nojalla dim R(A) = n, eli A on kdantyva (on
olemassa kéénteismatriisi A= ).

Aalto University Matriisilaskenta 2/6
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Esimerkki 1/2

m Yritetddn muodostaa Cholesky-hajotelma A = U*U matriisille

4 2 14 Uy 1 U1 U2 U3
A=1[2 17 5| =[Up Ux Uzo U3
14 -5 83 U1z Uz Us3 Uz3

m Ensimmaiselté rivilta saadaan 4 = |u1|?, valitaan positiivinen
ratkaisu uyq = 2.

m Saadaan myo6s Ujqui2 = 2, €eli ujp = 1.
m Edelleen uy1ui3 = 14, joten uj3 = 7.

9 Aalto University Matriisilaskenta 4/6
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Cholesky-hajotelma

m Olkoon A € C™" hermiittinen ja positiividefiniitti. Tallin
voidaan muodostaa hermiittinen LU-hajotelma eli
Cholesky-hajotelma A = U*U, missa U on ylakolmiomatriisi,
jonka diagonaalialkiot ovat positiivisia.

m Jos A € R™" niin my6s U € R™",

m Huom. Tallainen hajotelma on olemassa vain hermiittisille ja
positiividefiniiteille matriiseille.

m Matriisin positiividefiniittisyytté voidaan tutkia yrittamalla
muodostaa Cholesky-hajotelma.

Aalto University Matriisilaskenta 3/6
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Esimerkki 2/2

m Vastaavasti toisesta rivistd saadaan |usz|? + |uze|? = 17, joten
|U22|2 = 16. Valitaan us» = 4.

m Lisaksi UjaUq3 + Uooloz = —5, ja siis Uupz = —3.

m Kolmannelta riviltd saadaan yhtald
|u13|? + |ups|? + |uss|? = 88, eli |usg|? = 25. Valitaan us3 = 5.
Saadaan siis

Antti Rasila 2016
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Huomautuksia

m Cholesky-hajotelman laskeminen vaatii noin puolet
LU-hajotelman laskemisessa vaadittavasta tydsta.
m Yleisesti algoritmi voidaan kirjoittaa muodossa

k—1
Ukk = o | @k — > |uKkl?,
=1
1 k—1
ukj:—(ak,-—ZD/ku/k), /> k.
Uik =

m Juuren alla oleva luku on aina positiivinen, jos matriisi A on
positiividefiniitti. Muuten algoritmi katkeaa.

Ao Aalto University Matriisilaskenta 6/6
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Determinantti

m Determinantti on pinta-ala, tilavuus tai yleistetty tilavuus.

m Determinantti on reaaliarvoinen funktio, joka on maaritelty
vain nelibmatriiseille.

m Formaaleja maaritelmia on lukuisia, joista yksi on jo tuttu:

Det(A) = |A| = tukialkioiden tulo = det A.

Aalto University Matriisilaskenta 210
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Determinantin ominaisuuksia 1/2

1. detl = 1.
2. Rivinvaihto vaihtaa determinantin merkin.
a b c d
c d =ad - bc=— 2 b"
3. Determinantti on lineaarinen rivin suhteen:
ta tby _la b
c d| lc d|’
a+d b+b| |a b |&d b
c d | |c d c d|’

N&amé& ominaisuudet riittavat formaaliin maaritelmaan.

Antti Rasila 2016
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Determinantin ominaisuuksia 2/2 Ominaisuuden 9 todistus 1/3

Viite: |AB| = |A||B]|.
Todistus:

4. Jos kaksi riveista on yhtasuuria, on detA = 0. , . ,
= Rivi o y g nanti i) Oletetaan, ettd |B| # 0. Tutkitaan lukua D(A) = ||ATB||. Jos
- Hivioperaatio el muuta determinantin arvoa. D(A):lla on determinantin ominaisuudet 1, 2 ja 3, on D(A) = detA.
6. Rivi nollia nollaa determinantin.
7. Kolmiomatriisin determinantti on lavistgjien tulo. 1.
8. Singulaarisen matriisin determinantti on nolla. A=1= D(A) = H —1.
o. |AB| — |A||B|. B
10. detAT = detA. 2. Jos A:n kaksi rivia vaindetaan keskendan, samat rivit
vaihtuvat tulossa AB. D(A) vaihtaa merkkia aina, kun A
vaihtaa.
A’, Aalto University I\élg}tii%lgi{:a 24(;}2 A Aalto University g;;tg%i%%%::a 25(;}2
Ominaisuuden 9 todistus 2/3 Ominaisuuden 9 todistus 3/3

3. A:n ensimmaisen rivin skaalaus skaalaa AB:n ensimmaisen

rivin samalla luvulla. Jos A:n ensimmaéinen rivi on kahden

rivin summa, niin tulo AB voidaan kirjoittaa siten, etta sen

ensimmainen rivi on kahden rivin summa (sisatulovariantti).

|AB| hajoaa kahteen osaan, jotka jaetaan |B|:lla. i) |B| =0; AB on singulaarinen, jos B on. Tallin siis

Ts. |AB| = |A||B| = 0.

a1 a2 ... ain
A=| : - . B=(by).
an1 ann

Jos ay; = 511‘ + é1j, niin ayjbj1 = é1jbj1 + é1jbj1. Kaytetaan
ominaisuutta 3) ja osavaite seuraa.

—Kaikki ehdot tavitvvat. ioten D(A) = |Al.

, , Aalto University Matriisilaskenta 6/10 Aalto University Matriisilaskenta 710
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Sarrus’n saanto

air a2 ais
o1 a2 az3| = ai1822as3 1+ a12a23a831 + a13a21a33
azy dz2 das3

—ai13822831 — a12821d33 — a11az3as2-

Aalto University Matriisilaskenta 8/10
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Yleinen kaava 2

Maaritelma 2:
detA = aj1Cj1 + ajpCjpo + - - - + ajnCin,
missa liittotekija Cyj = (—1)/M;;

M; on (n— 1) x (n— 1)-matriisi, joka muodostetaan poistamalla
A:n i:srivi ja j:s sarake.

Aalto University Matriisilaskenta 10/10
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Yleinen kaava 1

m Maaritelma 1:

detA = " det(P)ataazs - A,

missé P € n x n permutaatiomatriisi, P = («, 3, - - - w).
m Toisaalta:
ajr a2 as aisq a2
do1 a2 ao3| = aop  ao3| + |a21 aos3
as1 ds2 ass azz dass as1 ass
aiss
+ (@21 a2
as1 asz
A,, Aalto University Matriisilaskenta 910
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Ristitulo eli vektoritulo 1/2

Maaritelma: Olkoot a ja b kaksi avaruuden vektoria. Niiden
vektoritulo eli ristitulo on vektori a x b, joka mé&éaritellaan
seuraavilla ehdoilla:
1.
|la x b|| = [[al[||b]| sin <(a, b),

axbla, axb.lb,

3. Vektorit a, b, a x b muodostavat oikeakatisen systeemin.

Josa—=0taib =0, asetetaana x b = 0.

Ristitulo eli vektoritulo 2/2

Lause:

a= oyl + aj + ask, b= i+ Bof + [3K;

Matriisilaskenta
Antti Rasila
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Skalaarikolmitulo

m Skalaarikolmitulo

[a,b,c] =a-(bxc)=(axb)-c
a1 Qo Q3

=81 P2 B3
Y1 Y2 Y3

Péatee: [a,b,c] = [c,a,b] = [b, ¢, a].

i j k
axb=|lag a as| .
Bi B2 Ps
2/6 Aalto University Matriisilaskenta 3/6
2016 Antti Rasila 2016
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Pinta-ala, tilavuus

Lause:
m Vektoreiden a ja b virittdman suunnikkaan ala on ||a x bl|.

m Vektoreiden a, b, ¢ virittdman suuntaissarmién tilavuus on
[a, b, c]|.

Matriisilaskenta
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Pinta-ala, tilavuus: Todistus

Suunikkaan ala: kanta x korkeus, siis ||b||||a|| sinp = ||a x b||.
o 4= llal[sing

Suuntaissarmion tilavuus: pohja x korkeus

|la x bl|||c|[ cos v = [la x bl[|n®- ¢|
_ b
= lla x bl | ;2287 - ¢

=laxb-c|=|[ab,c]|.

9 Aalto University Matriisilaskenta 6/6
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit 1/5

Maaritelma
Skalaari A € C on matriisin A € C"™" ominaisarvo ja vektori
v € C" sita vastaava ominaisvektori, jos

Av = )\v, v # 0.

m Intuitiivisesti ominaisvektori on vektori, jonka suunta ei muutu
kuvauksessa v — Av.

m Myds vektorin v skalaarikerrannaiset av € C", « € C \ {0}
ovat ominaisarvoon A liittyvid ominaisvektoreita, koska

A(av) = aAv = alv = A(av).

Antti Rasila 2016
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit 2/5

m Kompleksiluku o € C on matriisin A € C"™*" ominaisarvo, jos

ja vain jos yhtaldlla (A — Al)v = 0 on ei-triviaali ratkaisu

veCn {o}.

m Tama on yhtapitavaa sen kanssa, ettd A € C on matriisin A

karakteristisen polynomin

nollakohta.

Pa()) := det(A — Al)

(1)

A, , Aalto University

Matriisilaskenta
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit 3/5

m Algebran peruslauseen mukaan
Pa=(—1)"(A=X)™\—=X2)™ - (A= k)™,

missa A1, ..., A\ ovat matriisin ominaisarvot.
m Lukuihin m; := m,, liittyen saadaan seuraava maaritelma.

(@)

Aalto University Matriisilaskenta
Antti Rasila
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit 5/5

m Lisaksi maaritellaan:

Maaritelma
Matriisin A € C™ " spektrion sen ominaisarvojen joukko

o(A) ;= {X e C:Av=vjollakinv e C"\ {0}}

m Saadaan seuraava tulos:

Lause
Matriisin A € C"*" eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
ovat lineaarisesti rippumattomia.

412
2016
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit 4/5

Maaritelma
Yhtaldssa (2) esiintyvat luvut my, ..., mg ovat ominaisarvojen
A, ..., Ak € C algebralliset kertaluvut, ja

Ej == E\(A) ={veC":Av=)\v}
on ominaisarvoon J; liittyvd ominaisavaruus. Luku
gj = gy, :=dim (E;(A))

on ominaisarvon A; geometrinen kertaluku.

, , Aalto University Matriisilaskenta 512
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Todistus 1/2

Olkoot Av; = \jvj, j=1,...,k, k < n, missi \j # \p, kun j # p.
Tehd&én vastaoletus: vy, . . ., vk ovat lineaarisesti riippuvia.
Tall6in yksi vektoreista voidaan esittda toisten
lineaarikombinaationa. Olkoon / pienin indeksi, jolle v, voidaan
esitdd muodossa

CiVi + ...+ vk = vy 1 joillekin ¢y, ..., ¢ € C. (3)
Nyt saadaan
Avi 1 =A(c1vi + ...+ cv)) = c1AVy + ... + c/Av,.
Vektorit v; ovat A:n ominaisvektoreita, ja siten

CIMVY + .o+ ANV = Np1 V1.

Matriisilaskenta 712
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Todistus 2/2

Vahennetaén tasta yhtalo (3) kerrottuna luvulla A\/;1. Saadaan
Cq ()\1 — >\/+1)V1 + ...+ C/()\/ — A1 )V/ =0.

Indeksin / valinnan perusteella vektorit v4, . .., v, ovat lineaarisesti
riippumattomia. Siten

C1()\1 —/\/+1) =...= C/(/\/—)\/_H) =0.

Koska \j # \p, kun p # j, saadaan edelleen

Cq :...:C/ZO, eliv/+1 =0.
Tama on ristiriita, koska vektorin v,;.1 piti olla ominaisvektori. O
Ao Aalto University Matriisilaskenta 8/12
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Esimerkki 1/3

Lasketaan matriisin A = 3) ominaisarvot ja -vektorit.

-3 3

Muodostetaan karakteristinen polynomi:
1—X -3
PA—det(A—/\I)_‘ 3 3_)\‘

=(1-AN)B-XN)-9=3-A-32+)¥-9=)-4)\-6.
Ratkaistaan nollakohdat Pa()\) = 0. Saadaan

4442 +24
>\=f=2i\/10=: At
A' Aalto University Matriisilaskenta 1012
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Hermiittisen matriisin ominaisarvot

Lause
Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia.

Todistus. Olk. A hermiittinen, A\ sen ominaisarvo ja v
vastaava ominaisvektori. Talldin

/\|||V||2 = MV, V) = (Av, V) = (Av,V)

= (v, A*V) = (v, Av) = (v, \v) = )||v|].
Siten A = ), eli A € R. 0

Aalto University Matriisilaskenta 912
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Esimerkki 2/3

Seuraavaksi ratkaistaan ominaisvektorit yhtalésta Av = Ayv,
eli (A—2++10l)v = 0.
Saadaan siis yhtalot

() () - )

Gaussin eliminoinneilla matriisi saadaan muotoon

(wm -3 ) ~ (—mﬂ —3)

-3 1F+v10 0 0
~ [(1F¥/10 3
0 0/
A,, Aalto University Tﬁ:{:izgzﬁl;enta 121(415
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Esimerkki 3/3

77
Ominaisarvoa A+ = 2 4 v/10 vastaava ominaisvektori v A
voidaan ratkaista yhtalosta (1 + +/10)vy + 3w, = 0. Aalto University

Esimerkiksi voidaan valita vektori v = < 1 Jjﬁ) .

Samaan tapaan ominaisarvoon A_ = 2 — /10 liittyvat
ominaisvektorit voidaan ratkaista yhtalosta Matriisilaskenta
(1 — \/ﬁ)w + 3w =0.

Tassa tapauksessa voidaan siis valita vektori

Luento 17: Diagonalisointi

-3
I . Antti Rasila
(1 — /10
Aalto-yliopisto
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Matriisin diagonalisointi 1/3 Matriisin diagonalisointi 2/3

. , . . m Toisin sanoen, AV = VA eli A = VAV~ missa
Jos matriisilla A € C"™ " on n lineaarisesti riippumatonta

ominaisvektoria vy, ...,v, € C", Av; = \;v;, niin yhtaléssa Mo 0
V= (vi V), AN=1]: -
A(vi--vp) = (Avi - Avp) = (MVi-- ApVp) 0 - A,
m Myds kdanteinen tulos péatee: Jos téllainen hajotelma on
Ao 0 olemassa, niin matriisin V sarakevektorit ovat matriisin A
= (v1 ---Vn) Do ominaisvektorit jg diagonaalimatriisin A diagonaalialkiot niita
0 - A, vastaavat ominaisarvot.

m Kyseisen hajotelman etsimista kutsutaan matriisin A
diagonalisoimikseksi. Jos hajotelma on olemassa, matriisia A
kutsutaan diagonalisoituvaksi.

esiintyva matriisi V = (v1 - --v,) € C"™" on kaantyva.

Aalto University Matriisilaskenta 212 Aalto University Matriisilaskenta 312
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Matriisin diagonalisointi 3/3

m Matriisin A € C"*" diagonalisoituvuus on yhtépitavaa sen
kanssa, ettd A:lla on n lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.

m Tama on edelleen yhtapitavaa sen kanssa, etta
ominaisarvojen \; geometriset ja algrebralliset kertaluvut ovat
samat kaikilla \; € o(A) eli my, = gy

® Huom. Aina patee my, > gy,

Antti Rasila 2016
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Esimerkki 2/3

voidaan Kirjoittaa

1—1 0 v\ [0
6 —1-1)\v2) \0/)"
= Siten 6v{ — 2vZ = 0, ja ratkaisuksi kay esim. vy = (1,3).
m Vastaavasti yhtalésta
AV2 = /\2V2, eli (A — /\2|)V2 =0

saadaan

Aalto University Matriisilaskenta 6/12
Antti Rasila 2016
u

Aalto-yliopisto

Esimerkki 1/3

m Diagonalisoidaan matriisi

1 0
20
m Etsitddn ominaisarvot yhtalosta

Pa(A) =det(A—A) =1 .~ .~

=(1=XN)(=1=)-0=(1-X)(1+)) =0

m Saadaan Ay =1jal, = —1.
m Etsitdan seuraavaksi ominaisvektorit. Yhtald

AV1 = )\1V1, eli (A — /\1 |)V1 =0

‘1—>\ 0 ‘

, , Aalto University Matriisilaskenta 512
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Esimerkki 3/3

m Nyt

2v; = 0,  ten vi = 0,
6v) = 0, J vZ = mielivaltainen.

m Valitaan esim. v, = (0, 1). Saadaan

1 0\ . _ 1 0
V:(v1v2):(3 1),JotenV1:(_3 1).

m Edelleen,
(1 0\ (1 0 1 0 1 0\ 1
a= (5 %)=(3 ) (6 %) (s 9)=vmv

A Aalto University Matriisilaskenta 772
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Huomautuksia

m Diagonalisointia kayttden voidaan katevasti laskea matriisin A
potensseja:

A2 = (VAV™1)2 = VAV VAV~ = VA2V~
ja yleisesti A” = VA"V~ missa
AN - 0
A\ = - : = : ) :
0 .. A, 0 ... Al
m Jos diagonalisoituvalla matriisilla on k-kertainen ominaisarvo,

eli my, = k > 1 jollakin Aj, niin on olemassa k sita vastaavaa
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

n

A0

, , Aalto University Matriisilaskenta 8/12
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Esimerkki 2/3

m Paadytaan matriisiin

2 1 2 1
2 ~ |10 0 O
2 0 00

m Siten vektorit vo = (1,0, —1) javs = (2, —1,0) kayvat.
m Ominaisarvoa 5 vastaa ominaisvektori vg = (1,1, 1).
m Saadaan

1 2
V= o -1
-1 0
A’ , Aalto University Matriisilaskenta 1012
Antti Rasila 2016
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Esimerkki 1/3

m Diagonalisoidaan matriisi (valivaiheet harj. teht.)

A=

—L—LI\)
N W N

1
1
2

m Kuten edelld, ominaisarvoiksi saadaan \1 =5ja \p = A3 = 1.
Sitenms =1jam = 2.

m On siis I6ydettava kaksi ominaisarvoon A = 1 liittyvaa
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria, joille Av =1 - v.

Aalto University Matriisilaskenta 912
Antti Rasila 2016
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Esimerkki 3/3

m Tasti voidaan edelleen laskea

11 1

7 2 ]

vl |1 1 s
=13 2 4

T _1 1

] 2 4

2 2 1 1 1 2\ /50 0\ /% 3 3
13 1|=1 0 —1||lo1toflf I -2
1 22 1 -1 0 001/ \; -3 1
A' Aalto University Tﬁ:{:izgzﬁl;enta 121(415
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Esimerkki

m Kaikki matriisit eivat ole diagonalisoituvia.
m Esimerkiksi matriisin
3 —1
S

kaksinkertaista ominaisarvoa A1 = \> = 4 vastaavat vain

muotoa
v:a(_11), a e C.

olevat ominaisvektorit.
m Siten silld ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.

Aalto University Matriisilaskenta 1212
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Similaarisuus 1/3

Maaritelma
Matriisit A € C"<" ja B € C"*" ovat similaariset, jos A = VBV~"
jollakin V € C"™". Talléin merkitddn A ~ B.

Intuitiivisesti matriisien similaarisuus tarkoittaa, ettd ne ovat
kannanvaihtoa vaille samat.

Matriisia V voi myds ajatella erdanlaisena "normalisointina”.
Taman tapaisia maaritelmid esiintyy monissa matemaattisissa
teorioissa.

, , Aalto University Matriisilaskenta 21
Antti Rasila 2016
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Luento 18: Similaarisuus
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Similaarisuus 2/3

m Similaarisuus on ekvivalenssirelaatio, toisin sanoen patee:
1. A=A
2. Jos A = B, niin B ~ A.
3. JosA~BjaB~C,ninA=xC.
= Matriisi V voidaan tulkita kannanvaihtona seuraavasti: Olkoon
V= (vi---v,) € C™" kaantyva.
Talldin vektorit {v4,...,v,} ovat lineaarisesti riippumattomia
ja siis avaruuden C" kanta.

Nyt jokainen x € C" voidaan esittda yksikasitteisesti
muodossa X = C1Vy + ... + ChVp.

, , Aalto University Matriisilaskenta 3n
Antti Rasila 2016
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Similaarisuus 3/3

Talléin patee
X c Lause
1 1 Jos A ~ B, niin niilld on samat ominaisarvot.
=CiVi+...+CVp=(Vi---Vp) | 1 |, . - .
X c Todistus. Matriisin A karakteristiselle polynomille
n n
oli x — V. Pa()) = det(A—Al) = det(VBV~'—AVV~") = det (V(B-A)V™T)
Matriisin A m&araama lineaarikuvaus voidaan esittéa
kannassa {v1,...,V,} seuraavasti: — det(V)det(B — Al)det(V—1) = det(B — Al) = Pg()),
_ —1
Ax = V(V" AV]c, koska det(V) det(V—1) = det(VV ) = det(l) = 1
missd (V~'AV)c ovat vektorin Ax koordinaatit kannassa Koska matriisin ominaisarvot ovat sen karakteristisen
{Vi,...,vp}. polynomin nollakohdat, saadaan o(A) = o(B). O
A’, Aalto University gg;g_%;%s’lz:a , (;11/:5 A,, Aalto University gs}tfji)iﬁli?l%s‘l:{:a 205{;

Schurin hajotelma 1/3

A

Aalto University

m Diagonalisoinnin ideana on saattaa matriisi
similariteettimuunnoksella A = VBV~' mahdollisimman
yksinkertaiseen muotoon eli diagonaalimatriisiksi.

= Menettely ei kuitenkaan ole aina ongelmatonta:

Matriisilaskenta = Diagonalisointi ei ole aina mahdollista, koska hajotelmassa

Luento 19: Schurin hajotelma

esiintyva matriisi B ei ole aina diagonaalimatriisi.
m Lopuksi joudutaan laskemaan k&anteismatriisi V=1,
m Hajotelman laskeminen on kuitenkin helppoa, jos matriisi

nxn H i S — -1
Antti Rasila UecC on unitaarineneliU* = U~".

Aalto-yliopisto
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Schurin hajotelma 2/3

m Koska

uj (ui,ug) -+ (ug,up)
up)) [ ¢ | = : ' :

I =UU* = (U1 : . :
u; (up,ug) -+ (up,up)

matriisi on unitaarinen tasmalleen silloin, kun sen
sarakevektorit ovat ortonormaaleja.

9 Aalto University Matriisilaskenta 37
Antti Rasila 2016
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Todistus 1/4

m Olk. A jokin matriisin A € C™" ominaisarvo. Valitaan

ortonormaalit kannat {q1,...,qx} ja {dk+1,---,An}
avaruuksille E(A) ja Ex(A)*.

Aalto University Matriisilaskenta 5/7
Antti Rasila 2016
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Schurin hajotelma 3/3

m Yleisessa tapauksessa voidana etsia hajotelma, jossa on
esiintyy diagonaalimatriisin sijasta ylakolmiomatriisi.

Lause (Schurin hajotelma)
Jokaiselle A € C"™" on olemassa ylakolmiomatriisi T € C"*" ja
unitaarinen matriisi U € C"*" siten, etta

A =UTU".

Aalto University Matriisilaskenta a7
Antti Rasila 2016
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Todistus 2/4
m Saadaan
Agr -+ dn)=(Aa1 - Mgk Adkt1 -+ Adp)
Ao 0 <q17Aqk+1> <q17Aqn>
=(@ - an) |0 A (A Adk1) o (Ak, Adn)
0 --- 0 (Qn,Adk+1) --- (an,Adp)

Antti Rasila 2016
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Todistus 3/4

m Toisin sanoen
- Al B\ A
A=Q (0 A1> 1
missa | € Ck<k, By € Ck<(=K) ja Ay e C(n—FK)x(n—k),
m Toistetaan samat operaatiot matriisille A4, jolloin saadaan

A= Q, (“' Bz) Q;, pco(A).

0 A
Nyt
Al B;
A= Q1 ul Bg « T
0 02 ( O A2 02
A' Aalto University I\Allra‘::'iii;i;ﬁlsema
| | Aalto-yliopisto
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Todistus 4/4

p\ Q;B1Q2
=QQ2| 0 ul B> Q;Q7.
0 O Ao

m Samaan tapaan voidaan jatkaa matriisin alanurkkaan saakka,

jolloin paadytaan hajotelmaan
A=Q;---QTQ/---Qf = QTQ",

missd T on yladkolmiomatriisi ja Q on unitaarinen.

,, Aalto University Matriisilaskenta
Antti Rasila

Aalto-yliopisto

Unitaarinen diagonalisointi

Maaritelma
Matriisi A € C™" on normaali, jos A*A = AA*.

m Hermiittinen matriisi on normaali, koska A*A = AA = AA*.

m Unitaarinen matriisi on normaali, koska U*U = | = UU*.

Lause

Matriisi A on normaali jos ja vain jos se on unitaarisesti
diagonalisoituva, eli se voidaan esittdd muodossa A = UAU*
jollakin unitaarisella U ja diagonaalisella A.

8/7
2016
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Todistus 1/2 Todistus 2/2

m Olkoon A = UTU* Schurin hajotelma matriisille A. Matriisin A
normaalisuus on yhtapitdvaa sen kanssa, ettd AA* = AA*.

m Siten TT=TT" (1)
(UTU*)*(UTU*) = (UTU*)(UTU*)",

m Kertomalla puolittain matriiseilla U* ja U, saadaan

m Ylakolmiomatriisi, jolle (1) patee on diagonaalimatriisi, joten

Ja siis vaite on todistett O
UT*U*UTU* = UTU*UT*U". fte on fodistettu.
o i} o m Seuraus. Normaalin matriisin eri ominaisarvoja vastaavat
m Koska U on unitaarinen, UU* =1 = U"U, ja saadaan normeeratut ominaisvektorit ovat ortonormaaleja.
UT*TU" = UTTU". m Samaa ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit voidaan
ortonormalisoida Gram-Schmidt -algoritmilla.
A Aalto University gggf;}%i‘%::a , (;31/; A? Aalto University gg}tﬁi)iii%%s;)l{:a ) 611/;
Esimerkki 1/3 Esimerkki 2/3
m Edelleen,

m Osoitetaan, ettd matriisi

*

0 1 (0 1 0o -1\ (10
A=<_1 0) AA _<—1 o><1 o) \o 1)’
eli sama tulos kuin edella joten A on normaali.

on normaali ja diagonalisoidaan se unitaarisesti.

m Lasketaan m Etsitdan matriisin A ominaisarvot:

g (O -1\ (O 1y _(10 detA—Al:’_A 1‘:/\2+1= A— i)+ i
wa= (3 (5 0)-(5 %) (A= ="7 (A= D+ i)
eli \p = +i.
A Aalto University gg}tfii%jz;%algi::a , 6’)1/; A, , Aalto University gg}tﬁi)iii%%s;)l{:a 2061/2



Esimerkki 3/3

m Ratkaistaan yhtalét Ax = A_x. Saadaan

Fi 1
-1 Fi
eli Fixy + xo = 0.
m Valitaan
V4 =
m Siten

Sis

)~ (o)

12(£J'

7

4 ; B
6 )E T
i) \0 T\E

,2
UAU".

A Aalto University

Matriisilaskenta
Antti Rasila
Aalto-yliopisto

Singulaariarvohajotelma 1/3

m Jokainen matriisi A € C™*" voidaan esittda muodossa
A = UTV*,

missa U € C™P, V € C"™P, ¥ € CP*P, p = min{n, m}.
m Matriisien U, V sarakevektorit uy, ..., u, € C™,
Vi,...,Vp € C" ovat ortonormaaleja ja

g1

Y —

0

o> >20p2>0

0 - oy

ovat matriisin singulaariarvot.

mn
2016
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m Ominaisarvoja on vain nelidmatriiseilla, mutta singulaariarvot
ja -hajotelma on kaikilla matriiseilla.
Matriisi U on unitaarinen, eli U* =

Singulaariarvohajotelma 2/3

Vastaavasti V¥ = V=, jos p = n.

U ' josp=m.

Aalto-yliopisto

m Jos x € C", niin
(X, Vi >
Ax = ULV*x = (o1uy opUp)
<X, VP>
P
= oj(vi, x)u;.
j=1
A,, Aalto University Matriisilaskenta 3/8
Antti Rasila 2016



Singulaariarvohajotelma 3/3

m Siten A kertoo x:n vektorin v; € C" suuntaisen komponentin
(x, v;) singulaariarvolla o; > 0 ja siirtdd sen suuntaan u;.

m Vektorit {uy,...,u,}, missa
012> -2 0r>0p41 = -+ - = 0p = 0, muodostavat matriisin
A kuva-avaruuden R(A) kannan.

m Singulaariarvohajotelmalla on paljon erilaisia sovelluksia mm.
signaalinkasittelyssa, tilastotieteessa ja tieteellisessa
laskennassa.

Aalto University Matriisilaskenta 4/8
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Singulaariarvohajotelman laskeminen 2/4

m Voidaan valita

j = \/Xj: ||AV/'||7 kunj: 1,...,r.
m Liséksi ominaisvektoreille v;, vx patee
A*AV]' = )\ij
A*AVk = /\ka,

joten
(AV/',AVk> = <A*AVj,Vk>

= <)\jVj7Vk> = )\j(Vj,Vk> = 0,
koska A*A on unitaarisesti diagonalisoituva.

Antti Rasila 2016
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Singulaariarvohajotelman laskeminen 1/4

Seuraavaksi tutkitaan, miten matriisille A € C™*" voidaan
I6ytad singulaariarvohajotelma.

Huomataan aluksi, ettd matriisi A*A € C"*" on hermiittinen
eli erityisesti normaali ja siten unitaarisesti diagonalisoituva.
Lisaksi jos A*Av = \v, niin

||Av|| = (Av, Av) = (A*Av, V)

2
(Av,v) = Al|v][~.
m Siten ominaisarvot A\ > --- > A\, > A\rp1 = ... = Ay = 0 ovat
ei-negatiivisia.
A,, Aalto University Matriisilaskenta 5/8
Antti Rasila 2016
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Singulaariarvohajotelman laskeminen 3/4

Siten vektoreille
AVj

 [[Av]]
patee (u;, ux) =0, kunj, k <rjaj# k.

eCm

u;

m Nain ollen, jokaiselle x = ¢ivy + ... + c,v, € C" patee
AX=ciAvi+ ...+ cAvV,+C1-0+...4+¢c,-0
= (X, v1)||Avq||luys + ... + (X, v,)||AV/]||u,.
A' Aalto University Matr_iisila_skenta 7/8
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Singulaariarvohajotelman laskeminen 4/4

m Jos tdydennetdan {uy,...,u,} ortonormaaliksi
vektorijoukoksi {u1, ..., up} mielivaltaisella tavalla, saadaan

P
_— . . . —_— *
Ax = Z(x,v,)||Av,||u, = UXV*x.
j=1
Téassa
g1 0
U= (us---up), y=|: ,
0 Op
ja
V= (v Vp)
A? Aalto University Matriisilaskenta 8/8
Antti Rasila 2016
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Yhteenveto singulaariarvohajotelman laskemi-
sesta 1/2

1. Diagonalisoi unitaarisesti A*A = VAV* siten, ettd

M - 0
A=+ 0 ], Mz 2> ===
0 - X

2. Asetac; = \/N,j=1,....pjau;=Avj/o;, j=1,...,r.
3. Taydenna {uy,...,u,} ortonormaaliksi joukoksi {uy, ..., up},
jos r < p.Unohdavpiq,...,V,, jos n> p.

Aalto University Matriisilaskenta 2/8
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Yhteenveto singulaariarvohajotelman laskemi-
sesta 2/2

Tallin
*
A=(uy - up) | 2 | =uzve

*

0 Op v,
A,, Aalto University Matriisilaskenta 3/8
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Esimerkki 1/5 Esimerkki 2/5

m Lasketaan matriisin = Muodostetaan karakteristinen polynomi

1 - Pa<a(X) = 9-A -9 =(9—-)\)?—-81=\\-18).
A=[-2 2 9 9-2A
2 -2 ® Ominaisarvolle Ay = 18 saadaan yhtalé A*Av; = 18vy, el
singulaariarvohajotelma. (9 —18 -9 >v1 _ (‘9 _9> Vi = 0.
m Lasketaan aluksi -9 9-18 -9 -9
1 1 m Saadaan v{ = —v2, ja siten voidaan valita
1 -2 2 9 -9
A"A = ( ) 2 2| = < ) : 1
-1 2 =2 5 o -9 9 vy = _\/i '
V2
A! Aalto University I\élg;iiﬁ}%a%::a , (?1/2 A? Aalto University g;}tfii)iﬁli%%sg::a 2051/2
Esimerkki 3/5 Esimerkki 4/5
. i m Saadaan myds
m Ominaisarvosta A\, = 0 saadaan vastaavasti yhtal®
5 9 Av, 111‘1<1> 3,
— U= - —2 2 = —=
(—9 9)"2:0’ oo T avava |, o)\t 2’
3
oli v! — v2. Voidaan valita Huomaa, ettd ||ui|| = 1 automaattisesti.
2 = m Koska oo = 0, taytyy uy etsia erikseen. Vektorit uy ja (1,0,0)
1 ovat lineaarisesti riippumattomia, ja ne voidaan
Vo = (f) . ortonormeerata Gram-Schmidt -algoritmilla:
v w = (1,0,0) — (us, (1,0,0))u;
B Nytoy = VA =V18,jaoe = VA2 =0. _ (1,0,0) 1/1 22\ (82 2
R 3\3 33/ \9'9" 9/’

7/8
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Esimerkki 5/5

= Nyt

||\w|| = \/64/81 +4/81 +4/81 = /72/81 = \/8/3.

m Saadaan
V8
w 3 2v'2/3
ue=ror=| a5 | = | V28 |
2 _
38 va/6
m Siten singulaariarvohajotelma on A = U¥XV*, missa

/3 3v2/3 3v2 0 1/vV2 1/V2
o-(z5 2o ) == (8 8)v= (0% 1)
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